MA2115 Clase 15: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Elaborado por los profesores
Edgar Cabello y Marcos Gonzalez

Trataremos las ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden de varias variables:

(d.fl
— = [, x, 2, .., 2y),
2 = T 7)
dJIQ
— = folt,x1, 29, ..., 2y),
dt f2< y o1y L2y ) ) (1)
dz,
—— = NS DT, . - - 5 L
Una solucién de (1) consiste en n funciones x1(t), z2(t), ..., x,(t), tales que
d[[‘j

dt (t) - fj(ta xl(t)a x2(t)7 g an(t))7

para cada j =1,2,...,n.
Por ejemplo, para el sistema

d$1
=1
dt ’
dIL‘Q
— =2z
dt 1
se tiene la solucién x1(t) = t, xo(t) = 2.
Generalmente se imponen condiciones iniciales sobre z1(t), z2(t), ..., x,(t) de la forma
56’1(750) = xtl)’ xZ(tO) = xga SO xn(tO) = I%
Por ejemplo, el sistema
d
% = T, .Tl(()) = ]_,
d(L’Q
o x5,  12(0) =3,
. - : 3
tiene por solucion xy(t) = €', xq(t) = T



1 Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden tiene la forma

((dx
al_t1 = an ()71 + ar2(t)v2 + - + an(t)zn + 61(1),

dx
d_; — a21(t)x1 + agg(t)xg + -+ a2n(t)xn + gQ(t)v

dr,
L0 a0 + aralt)e + 4 a0 (1), + 50)

Si g1, 92, - -, g, son todas iguales a cero, el sistema se llama homogéneo.
El sistema
( dl’l
— T an¥i+ a2 + -+ Aipln,
dt
dl‘g
— T a1%1 + A2T2 + -+ AgpTy,
dt
dx,,
dt = Ap1T1 + Ap2%2 + - + Qpn Ty,
\

se puede escribir en forma matricial: ¥ = AZ, donde
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T, Tn ap1  Ap2 Qpn
debido a que, usando el producto de matrices, se tiene que
a;n iz o Qip T 1171 + A12%2 + -0+ A1p Ty
. Q21 Qg2 -+ A2, To 2171 + Q2% + + -+ + A2 Ty
A= | . . = :
Gp1 Ap2 " Qpp T, Ap1Tq + Ap2X2 + -+ ApnTn

Ejemplo 1 Verificar que los vectores

flz(_ll)€2t§ 52:(§>€6t>

son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

#(t) = ( . )f(t).



—2t

.. . e ) _,, —2e7 2 1 3
Solucién: Como 7 = _9; | se tiene que 7| = . Como A = 5 3 ) entonces

—e 22
. 1 3 6_2t e—2t _ 36—215 _26—2t i
Azy = 5 3 —e72 ) T\ e _ 372 | T 2e~ 2 =
6t
Por otro lado, 7, = < égiﬁt > Ahora,

A7 — 1 3 3¢\ [ 3eP 4+ 15e% [ 185\
=15 3 5e6t ) T\ 15¢0 4 15e0t ) T\ 30eft ) T T2

Definicion 1 Sea ty un punto en el intervalo I, sean

{lfl(to) 1
o l’g(to) . T2
Z(to) = ) ; To= )
Jzn(tO) Tn
donde ry,r9,...,r, son constantes. Entonces, el problema
dxr
— =A{t)T+ F(t
= AT+ F (1),

sujeto a z(ty) = xo, es el problema de valor inicial.

2 Principio de Superposicion

Sea {¥1, %2, ..., Ty} un conjunto de vectores solucién del sistema homogéneo ' (t) = A(t)Z(¢) en un
intervalo I. Entonces, la combinacién lineal & = ¢1@ 4+ coZo+ - - -+ ¢, 7, donde los ¢;, i = 1,2, ..., n,
son constantes arbitrarias, tambien es solucion.
1 0 1
Ejemplo 2 Una solucién del sistema ' = 1 1 0 X estd dada por la funcion vectorial
-2 0 -1
cost
T = —% cost + %Sent . Entonces, para cualquier constante ¢y, el vector ¥ = c177 también es
—cost —sent
solucion, ya que
do B . —C secrit
P T sent + 5 sent
ci1cost —cysent
Y
10 1 cpcost —cysent
AT = 11 0 —Gcost+ Gsent | = | Fsent+ Fsent
-2 0 -1 —cpcost —cpsent cpcost —cysent



3 Teorema de Existencia y Unicidad

Teorema 1 Si A(t) y G(t) son funciones en un cierto intervalo abierto I que contiene a ty, entonces
existe una unica solucion Y (t) definida en I, del problema

X' =AX+G; () = B.

Definicion 2 Un conjunto de vectores {v},...,0,} de un espacio vectorial V', sobre un cuerpo K
(K=R ¢ K =C) se dice linealmente independiente (1.i.), si

Cc1U1 + Gy + -+ -+ ¢, U, =0, con ¢ € K,

implica que ¢y = co = ... = ¢, = 0. Un conjunto de vectores que no es linealmente independiente
se dice linealmente dependiente.

1 1
Ejemplo 3 FEstudiar la dependencia lineal entre los vectores 71 = | —1 |, o=\ 2 | y a3 =
1 3
3
0
5

Solucién: Queremos determinar si los vectores son linealmente independientes o no. Para esto,
sean ¢1, ¢y v c3 escalares tales que ¢ + cos + ¢33 = 0, es decir,

1 1 3 0
C1 —1 + co 2 + C3 0 = 0
1 3 5 0

Efectuando las operaciones vectoriales y luego comparando los coeficientes de los vectores resultantes
en ambos miembros, obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

c1+co+ 363 = 0,
—c1 + 2¢ = 0,
c1+3co+5c3 = 0.

Como este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales tales como ¢y = —1, c3 =1, ¢; = =2,
tenemos que los vectores son linealmente dependientes.

Teorema 2 Sean T, %s,...,T, soluciones del sistema homogéneo ¥ = AZ, siendo A = A(t) una
funcion a wvalores matrices n X n, la cual es continua en el intervalo I y sea Va el espacio de
soluctones del sistema. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

i) El conjunto {1, %s,...,%Z,} es linealmente dependiente en Vy.
ii) Para cada ty en I, {Z1(ty), Za(to), ..., Tn(to)} es linealmente dependiente en R™.

iii) Existe to en I tal que {Z(to), Ta(to), ..., Tn(to)} es linealmente dependiente en R™.



Demostracién:
n

i) = ii) Existen ¢y,...,¢, en R, no todos nulos, tales que E ¢;¥; = 0. Entonces, para cualquier
i=1

to en I se cumple que Zci:@(to) =0en R". Asi, {Z(ty),...,Zn(to)} es linealmente dependiente

i=1

en R”.

ii) = iii) Es inmediato.

iili) = i) De acuerdo a nuestras hipotesis, existen ci,...,c¢, en R, no todos nulos, tales que
n n

Z ¢;i%i(tg) = 0. En otras palabras, la funcién Z ¢;%;, es solucién del problema a valores iniciales
i=1 i=1

¥ = AZ, ¥(ty) = 0. Como ¥ = 0 también es una solucién de dicho problema, en virtud de la
unicidad de la solucién debemos tener que

n
E Cifi = O,
i=1

como funcion sobre I.

Corolario 1 Sean %y, s, ..., T,, soluciones del sistema ¥ = AZ, siendo A = A(t) una funcion
a valores matrices de tamano n X n, continua en un intervalo abierto I. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes

i) {#1,%s,...,Z,} es linealmente independiente en V.

ii) Ewiste ty en I tal que {Z1(ty),...,Z(to)} es linealmente independiente en R™.

iii) Para cada ty en I, {Z1(to), ..., Zn(to)} es linealmente independiente en R™.

Definicion 3 Sea 71,7, ..., T,, un conjunto linealmente independiente cualquiera de vectores solucion
del sistema homogéneo T'(t) = A(t)Z(t), en un intervalo I. Entonces diremos que Ty, Zs, ..., Ty, €S

un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo I.

Teorema 3 El sistema & (t) = A(t)Z(t) tiene un conjunto fundamental de soluciones en um inter-
valo 1.

Definicion 4 Sea ¥y, %5, . .., Ty, un conjunto fundamental de soluciones del sistema @ (t) = A(t)Z(t),
en el intervalo I. La solucién general del sistema se define como

T =C1T1 + CTy + -+ + CpTy,

donde c; € R, parai1=1,2,...,n, son constantes.
Definicion 5 Sea {Z4,...,%,} un conjunto en R". Si se denota (¥1,Zs,...,%,) a la matriz cuya
columna i-ésima es I;, entonces se define el Wronskiano de los n vectores ¥1,. .., T,, como

W (..., %) = det(Zy, ..., T0).



Teorema 4 Sea A = A(t) una matriz n X n, continua en un intervalo abierto I y sean &y, ..., T,
pertenecientes a V4. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

i) {&1,..., 2.} es linealmente independiente en V.
i) Para cada ty en I, W(Zy,...,%,)(to) # 0.
iii) Existe tg en I tal que W (%1, ...,2,)(to) # 0.

Ejemplo 4 Verificar que los vectores

2¢et 2e3 2e5!
fl = 2€t ) fQ = 0 ) _)3 = —2€5t
et Bt o5t

forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

3 =2 0
= -1 3 =2 |Z
0 -1 3

Solucién: El lector puede verificar que cada uno de los vectores es en efecto una solucion. Para es-
tablecer que es un conjunto fundamental es necesario demostrar que son linealmente independientes:
el Wronskiano de dichas soluciones es:

2¢t  2e% 2e5t 2% BRI P
W(z1,20,73) = |28 0 —2% |=¢€"[2 0 -2
eilh e e e N

AL Do P
ot 10t
5 & (2‘_1 1‘ ( 2)‘1 1 D 16e™.

(El determinante se calcul6 reduciendo a través de la segunda fila). Ahora se observa que W (%1, Zy, ¥3) =
—16€% # 0, lo cual nos dice que los vectores son en efecto linealmente independientes.

Ejemplo 5 Verificar que los vectores

cos(t) 0 sen(t)
=\ =3 cos(t) + 5 sen(t) |; =1 ]e iy= 5 sen(t) — 5 cos(t)
— cos(t) — sen(t) 0 —sen(t) + cos(t)

forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

1 0 1
7= 1 1 0 z
-2 0 -1



Solucion: Se tiene que

X cos(t)1 0 sen(t)1
W(Zy, 7, 73) = —3 cos(t) + 5 sen(t) e —3 sen(t) — 5 cos(t)
—cos(t) —sen(t) 0  —sen(t)+ cos(t)
t cos(t) sen(t)

—cos(t) —sen(t) —sen(t)+ cos(t)

= €' (cos(t) (—sen(t) + cos(t)) — sen(t) (— cos(t) — sen(t)))
= ¢’ (—cos(t)sen(t) + cos®(t) + sen(t) cos(t) + sen®(t)) = e’ # 0.

Se concluye que ¥, ¥3, 3 forman un conjunto fundamental de soluciones. La solucién general del
sistema es T = ¢1T1 + CaT9 + C373.

Ejemplo 6 Demostrar que los vectores &y, To, T3, definidos por

€2t e3t 3€5t
fl = —€2t ) fQ = —2€3t ) f3 = —6€5t s
o2 Bt _ 95t

forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

7 -1 6
7= -10 4 -12 |z
2 1 -1
Solucion: Se tiene que
62t €3t 3€5t
W(flv'fé;f?)) =| —e? —2e3 —6et | = —elOt 7& 07
_62t _63t _2e5t

y, en consecuencia, los vectores ', Ts, 3 son linealmente independientes. Asi, la solucién general
del sistema es ¥ = ¢, 7] + oy + c373.

Ejemplo 7 Demuestre que las soluciones T1(t), To(t), ¥3(t) dadas por

—4et 0 0
7 = et D Ty = —63 sen(2t) |; Z3=[ e*cos(2t)
e e3t cos(2t) e sen(2t)

son linealmente independientes.

Solucion: Se tiene que

W (#1, 75, T3) = det el —63 sen(2t) e¥cos(2t) | = —4e _: Cizr(lg)t) Egt ;:;Slgg =4e™ #£0.
el eMcos(2t) esen(2t)



Ejemplo 8 Dadas las funciones

a) ;Pueden estas funciones formar un sistema fundamental de soluciones para un sistema lineal
y'(z) = A(z)y(x), con A(x) continua sobre un intervalo abierto? Si su respuesta es afirmativa,

indique cudl es dicho intervalo. En cualquier caso, justifique su respuesta.

b) Halle A(x).

Solucién: a) Como

es distinto de cero si, y sélo si, €2 # 1 si, y sélo si,  # 0, las columnas forman un sistema
fundamental de soluciones en todo R\{0}, y podemos elegir el intervalo igual a (0,00) 6 (—o0,0).

b) Sea A(z) = ( le 212 . Substituyendo 7, en y/(z) = A(z)§(z), obtenemos
21 @G22
e’ i ajlr Q12 er I
e’ o o1 G929 e’ ’
es decir,
e’ = ape’ + ape”
e* = age’ + agxne”,
con lo cual
aj; +a;p = 1, (3
ag) +azp = 1. (4)

= A(x)y(z), obtenemos

Por otra parte, substituyendo 7, en ' ()

—e 7 - air a9 e " .
e* 21 Q929 e* ’

es decir,
—e" = ape " +ape’
{ e’ = age T+ axne’,
con lo cual
an +ape® = -1, (5
ag + age® = ¥ (6)

Ahora bien, usando las ecuaciones (3) y (5) tenemos que

an +az = 1 N —ap;;p —a;z = —1
ap + ape*® = —1

ap +ape*® = —1



de donde (e* — 1)ajg = —2, y asi, a13 = [» para x # 0. Por lo tanto,

e(If —_
1 14+ 2 e —1+2 e*+1
a = — Q = = = .
" 12 er —1 er* —1 et —1
: e’ + 1 _
Es decir, ay, = T Por otra parte, usando las ecuaciones (4) y (6), tenemos que
ag +axp = 1 —Qg1 — G = -1
2r 2x = 2r  __ 2x
91 + agee =C a1 + agge = e,

de donde, a9 (62”‘" — 1) =e* —1,es decir, agy =1 (siz #0) y az; =1 —axp =1—1=0. En suma,
obtenemos la matriz
et +1 -2
A(.T) o et — 1 et — 1

0 1

Ejemplo 9 Halle el conjunto fundamental de soluciones del sistema
T = ( 1 ¢ )& (7)

1'1 sz
) , en la ecuaciéon 7, obtenemos

iy

()= ) (2)=(m)

. ;L1 ;o . .
Es decir, 27 = — y 25 = 21 — tze. Podemos resolver la primera de estas ecuaciones, ya que es una

Solucion: Substituyendo ¥ = (

ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:

d d dt
T T ﬂ:?:ﬂnmy:ln\cﬂf\:m;l:Clt.

— = =
dt t T

Ahora bien, substituyendo este resultado en la segunda ecuacion, se tiene que

d d
Y2 (O — ap)t = =2

— = tdt
dt Cl — T

$/2:l'1—tl’2201t—t$2 =

t2
= —ln|C’1—x2]:§+K2:>C’1—x2:Bge*t2/2

= 1,=01+ 026_t2/2.

- X1 . Clt i t 02
x_<$2)_<01+026t2/2>_01(1)+02(e12 )

En suma,



Observemos ahora que

A(((5))-

0
Por lo tanto, {( t ) , ( 2 ) } son linealmente independientes y forman un conjunto funda-
e

t 0 2 ,
2 | =te"2 #£0, sit#0.
1 e 2

2

1

mental de soluciones para la ecuacién (7).

Correcciones: Boris Iskra

May 13, 2008
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